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If Q is a weakly pseudoconvex domain in a Stein manifold, then the spectrum 
of the Frechet Algebra A”(8) is isomorphic to sli, A”(8) denotes the space of 
holomorphic functions smooth up to the boundary. The spectrum of the 
uniform algebra A(o) is also isomorphic to 8. As a corollary we prove an 
approximation theorem for plurisubharmonic functions in 9 continuous in 0. 
I. INTR~DLJCTI~N 
DEFINITION 1. Soit Q’ une variCtC complexe; on dira que I’ouvert D de +Q 
est un domaine born.4 faiblement pseudoconvexe rkgulier de 9’ si D est relativement 
compact dans a’, pseudoconvexe, & bord V” et si de plus il existe une fonction 
X E W(Q) strictement plurisousharmonique au voisinage du bord ?X2. 
Si Q’ est Cm, on retrouve la dkfinition usuelle. Dans le cas g&&al, les hypo- 
thkses sont celles sous lesquelles J. J. Kohn dCmontre [8] que pour toute forme 
diffkrentielle 01 de UT,,(o) z-fermCe, il existe une forme j3 E F?c”,,,,-l(s) telle 
que @ = a:. 
Dans ce qui suit nous noterons H(Q) l’algkbre des fonctions holomorphes 
dans Q et Am(o), A(Q) les algkbres suivantes: 
&P(a) = sP(O) n H(Q) 
A(Q) = v?(Q) n H(Q). 
L’algkbre A(G), munie de la norme 
est une algkbre de Banach, alors que l’algkbre A”(.@, munie de la famille de 
normes 
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est une algebre de FrCchet. On supposera dans toute la suite que A”(O) &pare les 
points de 8. 
Le but de cet article est de montrer que le spectre de I’algebre de FrCchet 
Am(G) d’un domaine borne faiblement pseudoconvexe regulier d’une variCtC 
complexe Q’ s’identifie a B; si de plus 9’ est une variCtC de Stein, on demontre 
la m&me propriete pour I’algebre de Banach A(D). Comme corollaire, on 
retrouve un resultat de D. W. Catlin [2]: il existe des fonctions de Am(D) qui 
n’admettent un prolongement holomorphe au voisinage d’aucun point de aQ. 
Dans la derniere partie on montre que toute fonction continue dans 0 et pluri- 
sousharmonique dans Q est limite uniforme sur 0 de fonctions du type 
sup,Jc, log / fi 1) avec ci > 0 etfi E Am(Q). 
II. LE SPECTRE DE Am(o) 
Nous allons prouver le resultat suivant. 
THI?OR&ME 1. Si D est un domaine borne’ pseudoconvexe regulier d’une variete’ 
complexe, le spectre de l’algdbre de Frechet A”(a) s’identi$e a 0. 
Les resultats utilises pour la demonstration du theoreme sont le 
LEMME 1. Soit Q un domaine borne’ faiblement pseudoconvexe d’une variete 
complexe. Si fi , fi ,..., fN sont des fonctions de Am(o) qui ne s’annulent simultane- 
ment en aucun point de Q, il existe N fonctions de A”(o), g, , g, ,..., g, telles que 
et la remarque que le spectre de Am(a) s’identijie au spectre d’une algebre de Banach 
grdce au lemme suivant. 
LEMME 2. Soit Q un domaine borne’ pseudoconvexe regulier d’une variette 
complexe, le spectre de l’algebre de Frkchet A”(@ s’identfje au spectre de 
l’algdbre de Banach adherence de A”(@ dans %?(a). 
Demonstration du lemme 1. Le lemme 1 est essentiellement une consequence 
de ce que dans D on peut resoudre le probleme 2 pour les formes differentielles 
de E&,,(8), en tout degre. 11 suffit alors de reprendre une technique, introduite 
par L. Hormander dans [7] pour demontrer un resultat de mCme type sous des 
hypotheses differentes. Cette technique a CtC reutilisee par N. Ovrelid dans 
le cas oh J2 est strictement pseudo-convexe [9]. Comme la demonstration 
est identique, nous renvoyons aux articles cites pour le detail, mais nous en 
rappelons le principe pour la commodite du lecteur. 
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Pour s entier, 0 < s < N, on note AT* le produit exterieur d’ordre s de 
CN. Si (e, , e2 ,..., eN) designe la base canonique de CN, ce produit exterieur 
a pour base les vecteurs de la forme 
e, = eil h eiz h ... h ei J 
oh I = (il ) i, ,..., i,), avec 1 < i1 < i, < ... < i, < N, parcourt l’ensemble 
des s-indices croissants. 
Soit alors, pour r et s entiers positifs ou nuls 
L,” = 2?&(Q) @ (Iv; 
on definit l’operateur 
P,: Ly + L,” 
par linearite a partir des relations 
PAUI 0 e,> = f .f8+ 0 (e? -I ed 
i=l 
oh e: J e, est le vecteur suivant: 
et _I et = I (-l)k-lei, A .*a A && A *** A e,8+l si i = ik 0 si i 6 1. 
On obtient alors un complexe exact 
o-+~,*?!!+Lf-+ .--+L,1&,,0- 1 
et tous les diagrammes 
a+1 P f 
T - L,” 
Ll 1 
2 a 
L Sfl r+1 L L,s,l 
commutent. D’autre part, la resolution du probleme a dans le cas urn(a) montre 
que, comme dans le cas trait6 par L. Hijrmander ([7], theoreme 7) on a la 
propriete (*) 
Si g EL,” et si Prg = ag = 0, il existe h E LS+l tel que P,h = g et 2h = 0. (*) 
Le resultat du lemme 1 s’obtient alors comme suit: soit h = CL, hi @ ei E L,,l 
tel que 
P,h = 2 h,f, = 1, 
i=l 
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il suffit de prendre par exemple hi = r&?, j fi 12; soit k E L12 tel que 8k = 0 
et Pfk = a/z; k existe d’apres (*) puisque Pf(8h) = 8(P,h) = 0 et soit 1 ELLS 
tel que 2E z= k. 11 suffit de definir g par 
g = h - P,l 
et on a alors, si g = Cz, gi @ ei , 
et 
ag = ah - P,al = 0 
pfg = $g,fi = P,h = 1, 
i=l 
d’oh le resultat cherche. 
Preuve du lemme 2. 11 suffit de montrer que si X: Am(a) + C est un homo- 
morphisme continu, il est aussi continu pour la topologie de la convergence 
uniforme sur Q. Or sif G Am(A7), on a 
I x(f)1 < llfllm 
en effet, si on avait / x(f)1 > llf/irn , la fonction f - x(f) serait inversible dans 
Am(D), ce qui est impossible. 
Demonstration du theoreme 1. Soit A!, le spectre de A”(@. On a une 
inclusion naturelle 
BCJZ,. 
Supposons qu’il existe x E A!, , x $D. D’aprb le lemme 2, x est un point du 
spectre de I’algebre de Banach B adherence de Am(a) dans U(D). 11 existe done, 
pour tout z E B, une fonction g, E B telle que x(gJ = 0 et que / g,(z)1 > 1. 
Soit alors h E A=(D) telle que II g, - h /lo < 4, si fi est la fonction 
fi = h - x(h) 
on afz E A”(!?), f&x) # 0 et x(fJ = 0. E n raisonnant par compacite, on trouve 
qu’il existe un nombre fini de fonctions fi ,..., fN de Aa(??) ne s’annulant pas 
simultanement et telles que ~(f~f;:) = 0 p our i = 1 ,..., N, mais ceci est impossible 
d’aprb le lemme 1. 
COROLLAIRE. Dans tout domaine born6 faiblement pseudoconvexe r6gulier d’une 
varie’te’ complexe, il existe des fonctions de Am(D) qui n’ont un prolongernat holo- 
morphe au voisinage d’aucun point du bord. 
Ce resultat a CtC prouve par une methode differente par D. W. Catlin [l]. 
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Dbmonstration. 11 resulte du theoreme 1 que pour tout x E 3.Q et pour tout 
r > 0, l’application de restriction 
pe,? : H(Q u B(x, Y)) n %P(IJ) - Am(Q) 
est non surjective, sinon il existerait un voisinage fixe de x qui appartiendrait au 
spectre de Am@). C omme p%,r est un homomorphisme d’algebres de FrCchet, 
il est d’image maigre. Soit alors (xJnEN une suite partout dense de points de aQ, 
il resulte du theoreme de Baire que la reunion des images des P~,,~,~ avec 
(n, m) E k.4 x kJ est encore un sow-ensemble maigre de A”(@. Done les 
fonctions de A”(o) qui n’admettent un prolongement holomorphe au voisinage 
d’aucun point de asZ forment un sous-ensemble dense de Am(a). 
III. LE SPECTRE DE A(D) 
Nous allons montrer un resultat analogue au resultat precedent pour l’algbbre 
A(a), dans le cas oh Q’ est une varit% de Stein. 
TH~ORI~ME 2. Soit Q un ouvert relativement compact pseudo-convexe 2 bord 
P d’une varit% de Stein. Alors le spectre de A(@ s’identijie 2 !?. 
Le resultat est une consequence du lemme suivant. 
LEMME 3. Soit 52 un ouvert relativement compact, pseudo-convexe de bord W, 
d’une varitftte’ de Stein Sz’. Alors Q est localement holomorphiquement convexe par 
rapport h Sz’. 
Dkmonstration du lemma 3. Soit Z, E aD et soit v = (vr , q+ ,..., v,,) un 
systeme de n fonctions holomorphes dans Q’, definissant une carte locale d’un 
voisinage de x,, sur un voisinage de 0 dans Cn. Pour C > 0 assez petit v induit un 
isomorphisme du voisinage 
0 = {Z E Q’; / I&.z)I < C pour 1 < j < n} 
sur l’ouvert U = (5 E C” : / & 1 < C}, qui est de Runge dans CR. 0 est done 
un ouvert de Runge dans Sz’, et on est ramene 6 prouver que tout point de 
0 n &X2 possede un voisinage dans D qui soit holomorphiquement convexe 
dans 8. Par transport par la carte locale ~JI on est ramene au cas oh Sz est dans 
Cn, oh z,, = 0 et oh U est un voisinage polynomialement convexe de 0. On 
suppose alors le voisinage U et le nombre E,, > 0 choisis assez petits pour que n 
designant la normale exterieure au point 0 de &Q, on ait 
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pour tout E, 0 < E < et, . Nous noterons pour 0 < E < c,, , Qnv,E l’ouvert 
et soit z E aQ n U. Designant par B(z, r) la bottle ouverte de centre x et de 
rayon r, on a pour yl , ~a , 0 < rl < ra , assez petits 
&, r1) c wf, r2) c Q”,, f 
Nous allons prouver que le voisinage compact de z dans 8, 
K = B(z, Yl) n B 
est polynomialement convexe ce qui donnera le resultat cherche. 
La famille ( VE)OGE(s, , definie par 
est une famille d’ouverts de Stein indexee par I = [0, E,,]. On verifie facilement 
que si U et E” sont choisis assez petits, la famille des I’, est croissante sur 1 
et qu’on a 
v, = tJ v,, 7 
d<C 
done, d’aprb un resultat de F. Docquier et H. Grauert ([4], theoreme 17), 
chaque V, est de Runge dans VcO = B(z, rs) done, de Runge dans Gn. 
Prouvons alors que l’enveloppe polynomialement convexe l? de K co’incide 
avec K. On a Cvidemment R C B(z, rr). 11 faut montrer qu’on a aussi R C a, 
ou ce qui revient au m&me que pour tout E > 0, on a R C Sz,,, . Mais ceci resulte 
de ce que KC V, et que chaque V, est de Runge, on a done l? C V, pour tout 
E > 0.1 
Dthmstration du tht!orthe. Soit A? le spectre de A(D) et soit A!, le spectre 
de Am(Q). D’apres le theoreme 1, l’inclusion naturelle DC A, est un iso- 
morphisme et par composition de l’isomorphisme inverse avec l’application 
naturelle de restriction 
on obtient une application continue surjective 
1 Nous remercions J. Fornaess de nous avoir signalC l’utilisation du Awltat de F. 
Docquier et H. Grauert dans la dkmonstration prCcCdente. 
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inverse a droite de l’inclusion naturelle Q C A?‘. Soit alors C l’algkbre uniforme 
sur A’ engendrCe par les fonctions de la forme f oj, avec f E A(@. D’aprks 
le lemme 3, on peut approcher localement sur A+? toute fonction de C par des 
fonctions de la forme g 0 j, avec g E Am(o), 
En effet, g l’aide de la carte v du lemme 3 on se ramkne au cas oh Q C @“. Soit 
0 E 6X2 et soit n la normale extCrieure en 0. Pour r assez petit les fonctions fE , 
fJz) = f (x - en), sont holomorphes au voisinage de 8 n B(0, r) et convergent 
uniformbment vers f, sur B n B(0, r). Puisque D n B(0, r) est polynomialement 
convexe on peut approcher les fonctions fC par des polynBmes uniformkment 
sur fi n B(0, T) (thCor&me d’Oka). 
On peut alors conclure par un argument classique en thCorie des algkbres 
uniformes (voir par exemple [5, p. 941): la front&e de Shilov S de C coincide 
done avec celle de Am(o) et S est contenue dans X?. Done si f E A(@, la fonction 
de Gelfand associCe $ f 
.{: A! + c 
et la fonction f 0 j coincident sur S, done coincident sur A’. 11 en rCsulte que 
j est injectif et j est done un isomorphisme. 
IV. QUELQUES APPLICATIONS 
Nous donnons ici quelques applications des t+sultats prCcCdents. 
PROPOSITION 1. Soit Q un domaine borne’ faiblement pseudo-convexe de bord 
%P d’une oar&e de Stein Q’. Toute fonction h valeurs Gelles, plurisousharmonique 
dans Q et continue dans a peut &ye un~formtknt approch&e SUY a par des fonctions 
de la forme 
suP tci lo!2 I fi It 
lSi4N 
ozi NE IV, et o& pour tout i, I < i < N, les ci sont des nombres positifs et les fi 
sont des fonctions de Am(D). 
Dimonstration. Comme a est localement holomorphiquement convexe dans 
a’ (lemme 3), toute fonction u vCrifiant les conditions de I’CnoncC peut &tre, 
d’apr&s un rCsultat de H. Bremmerman [l] localement approchCe sur a par 
des fonctions de la forme 
avec fi des fonctions holomorphes dans Sz’. Soit alors B I’algkbre de Banach, 
adhkrence de Am(a) dans F?(o) nous avons vu (lemme 2 et thCor&me 1) que le 
spectre de B s’identifie h s. 
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Done localement sur le spectre de B, u est limite uniforme de fonctions de 
la forme 
sup (Ci log I fi I > 
IS&N 
avecf, E B, on dit encore que u est B-sousharmonique, localement sur le spectre 
de B. On en dtduit [6, corollaire 8.21 que u est B-sousharmonique, c’est-B-dire 
que u est limite uniforme sur a de fonctions du type indique, done d’aprb la 
definition de l’algebre B, u est aussi limite uniforme sur 0 de fonctions du type 
indique, mais oh de plusfi E Am(a), ce qui est le resultat cherche. 
Remurque. Cette proposition est demontree dans [6] quand D admet une 
base de voisinages de Stein. 
Designons alors pour Q un domaine borne de C=” par P(Q) l’ensemble des 
fonctions B valeurs reelles plurisousharmoniques dans Q et definissons pour un 
compact K de Sz les compacts ka, et I& comme suit, voir Cgalement [2] 
On a alors le rbultat. 
PROPOSITION 2. Soit D un domaine borne’ pseudoconvexe de bord 9P de Cn 
et soit K un compact de Q. On a 
et 
ri,naasZ =(Knasq;naasz. 
DLmonstration. La premiere assertion est une consequence immediate de la 
proposition 1 et on a Cvidemment I’inclusion 
(KnaQ);naQcR,naQ, 
il suffit de montrer que si z0 E I& n a.Q, on a aussi z,, E (K n a&J)“. Or soit p 
une mesure de Jensen representant z, et portee par K, pour tout u E P(Q) n 
%‘(.@, il resulte de la proposition 1 qu’on a 
Or Diederich et J. Fornaess [3] ont montre qu’il existe une fonction p E P(Q) n 
%‘(@, nulle au bord de Q et strictement negative a l’interieur. Comme on a 
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on en dkduit que 9 est nulle presque partout sur le support de p, dance le support 
de p est continue dans a&?, done dans K n a&?, et par suite x,, est dans (K n X’); . 
Remarque. Sous les hypothbes de la proposition 2, D. W. Catlin [2, car. 
3.1.81 dkmontre que si KI et K, sont deux compacts de 52, tels que KI n 8.Q = 
K, n aQ, on a I?1 n &Q = I?, n aQ, la proposition 2 implique ce dernier 
r&&at. 
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